
  ها اي بر تحلیل الگوریتم مفاهیم مبنا و مقدمه
 را چرخـۀ حیـات یـک        هـا   آنتـوان     کنیم که مـی     در زیر به چند نمونه اشاره می      . گیرد  هاي متعددي را در برمی      ها زمینه   مطالعۀ الگوریتم 
  .الگوریتم نامید

 جزء سـیلابس ایـن درس هـم هسـتند و     د که اتفاقاًنها وجود دار   مختلفی براي طراحی الگوریتم    هاي  روش :ها  طراحی الگوریتم ) الف
  . انشعاب و تحدیدهاي روش پسگرد و هاي روشنویسی پویا،   برنامههاي روش حریصانه، هاي روش تقسیم و غلبه، هاي روش:  ازاند عبارت
الگـوریتمی درسـت    . استبعد از طراحی باید اثبات شود که الگوریتم مزبور درست            :ها  معتبرسازي یا اثبات درستی الگوریتم    ) ب

 بسـیار   ۀماند و مرحل    ها به اثبات قضایا در ریاضی می        اثبات درستی الگوریتم  . است که به ازاي هر ورودي مناسب خروجی صحیحی بدهد         
  . با این قسمت زیاد سروکار نخواهیم داشت ها است، اما  در این درس مهمی در زمینۀ مطالعۀ الگوریتم

کامپیوتر براي اجـراي    ي  cpu از   اجراء یک الگوریتم در زمان      :)ها  یل مقدم، ارزیابی کارآیی الگوریتم    تحل(ها    تحلیل الگوریتم ) ج
منظور از تحلیل یک الگوریتم فرآیندي است که مشـخص          . کند  ها استفاده می    سازي برنامه و داده     ها و از حافظه براي ذخیره       دستورالعمل

چـه  (و چـه مقـدار از حافظـه    ) پیچیدگی زمانی(ها   براي اجراي دستورالعملcpuن از  چه مدت زما  ءکند یک الگوریتم در زمان اجرا       می
  .نیاز دارد)  پیچیدگی فضایی(ها  سازي برنامه و داده براي ذخیره) جانبیاصلی و چه 

ز تحلیل مقـدم آن      بعد ا  نویسی خاص است که معمولاً      سازي یک الگوریتم نوشتن آن به زبان برنامه         پیاده :ها  سازي الگوریتم   پیاده) د
  .شود گیرد و نام برنامه به آن اطلاق می صورت می

 عبـارت   گیـري کـارآیی     انـدازه . است) گیري کارآیی   اندازه (موخرتحلیل  : iiزدایی و     اشکال: iتست یک برنامه شامل      :تست برنامه ) هـ
  . موردنیاز توسط کامپیوترۀ آوردن زمان و حافظگیري شده براي به دست هاي نمونه  فرآیند اجراي الگوریتم صحیح بر روي دادهاست از

هاي جمع، ضرب،  دستورالعمل(ها  توان به نوع دستورالعمل زمان اجراي یک الگوریتم به پارامترهاي مختلفی بستگی دارد که از جمله می
توانـد معـرف        که مـی    n پارامتري مثل    افزار به کار رفته و      نویسی، سخت   ،کامپایلر مورد استفاده، زبان برنامه    ...)نوشتن، خواندن، شرطی و   

کامپـایلر،  مربـوط بـه      در تحلیل مقدم یک الگوریتم، پارامترهـاي         وجود؛ با این     اشاره کرد  ،ها و یا هر دو باشد       ها یا خروجی    تعداد ورودي 
   :را نادیده گرفته و زمان اجراي یک الگوریتم را به صورت زیر در نظر خواهیم گرفت...افزار و سخت

( )n i iPt t f= ∑  
 i دستورالعمل
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حـال  .   است  i تعداد دفعات اجراي دستورالعمل      if و   i زمان اجراي دستور     it،  )ها و یا هر دو      یا خروجی (ها    ودي تعداد ور  nکه در آن،    
  : است، در این صورت داریمcpuا برابر واحد زمان ه  براي همۀ دستورالعمل،ءاگر براي سهولت بیشتر فرض کنیم که زمان اجرا

( ) inPt f= ∑  
 

  .الگوریتم خیلی روشن نباشدیک هاي زیر مشاهده خواهیم کرد، شاید  مفهوم دستورالعمل در  گونه که در مثال  همان،با این وجود
) :1مثال  )nPtبراي قطعه برنامۀ زیر کدام است؟   

to n do1) for  i=1  
  2)               z=x+y 

 دسـتورالعمل در    2 را معـادل     2 سطر   مثلاً(بین ببریم     ها زیر ذره     این قطعه برنامه را براي مشخص کردن دستورالعمل        که  ایننظر از     صرف
) چیزي که مسلم است )نظر بگیریم یا یک دستورالعمل )P nt به صورت a n + b براي b, a >0 بـه عبـارت دیگـر،    .  صحیح خواهد بـود

  . خواهد بودnزمان اجراي این قطعه برنامه یک تابع خطی از 
) :2مثال  )P ntاي قطعه برنامۀ زیر به دست آورید را بر:  

                         n       for       i = 1      to  
for =  j = 1     to    n    do  

     z = x + y 
) داده شد،    1مشابه توضیحی که براي مثال       )p nt         براي این قطعه برنامه به صـورت a n b n c+ چنـد  ( ، خواهـد بـود       a>0 بـراي    2+

  )n بر حسب 2 درجۀاي  جمله
  :دنکن نمون میاین دو مثال ساده ما را به نمادهاي مجانبی زیر ره

OθΩنمادهاي مجانبی  , ,  

  )بررسی بدترین حالت زمان اجراي یک الگوریتم (Oتعریف 
) کـه  گـوییم  باشـد،  زمـان اجـراي یـک الگـوریتم          f(n)اگر   ) ( )( )f n O g n=     اگـر  c∃ >1 اي کـه      طبیعـی، بـه گونـه      n0 و   0

( ) ( )on n f n c g n∀ ≥ ⇒ ≤ 1  
)نشان دهید که  :3مثال  )n n O n+ + =2 22 7 5  

cاگر  =1   : باشد داریم3
n n n n n+ + ≤ ⇔ + ≤2 2 22 7 5 3 7 5  

onبنابراین کافی است  = 8  

  )ررسی بهترین حالت زمان اجراي یک الگوریتمب (Ωتعریف 
( ) ( )( )f n g n= Ω ⇔ , oc n∃ >2   اي که   به گونه0

( ) ( )on n f n c g n∀ ≥ ⇒ ≥ 2  
)نشان دهید که  :4مثال )n n n+ + = Ω2 22 7 5  

cکافی است  =2 n ۀا رابط باشد، زیر1 n n+ + ≥2 22 7 on همواره براي هر 5 n≥   . برقرار است1=

 i دستورالعمل
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  )بررسی حالت میانگین زمان اجراي یک الگوریتم (θتعریف 
( ) ( )( )f n g nθ= ⇔  

( ) ( ) ( )c g n f n c g n≤ ≤2 1 o on n n⇒ ∀ c,طبیعی و  ≤ c∃ >1 2 0  
)نشان دهید که  :5مثال  )n n nθ+ + =2 22 7 5   

  .شود  نتیجه می5و 4هاي از مثال  : حل
)شود که   نتیجه میθ از تعریف  :1لم  ) ( )( ) ( ) ( )( )f n O g n f n g nθ= ⇔ ) و = ) ( )( )f n g n= Ω  

  :ل بالا رابطۀ زیر را داشتتوان براي مثا  می ،Oهر چند از تعریف 
..on n n n n n= ⇒ + + ≤ ≤ ≤ ≤2 2 3 48 2 7 5 3 3 3  

)بنابراین هر چند     )n n O n+ + =2 32 7 ) یا 5 )n n O n+ + =2 42 7 )همـان  با وچود این   5 )O n بـه  .  را خـواهیم پـذیرفت  2
 هم صادق خواهد بود، یعنی هر  Ωعین همین مطلب در مورد .  مورد نظر خواهد بوداجراء کرانۀ بالایی زمان ینتر کوچک، عبارت دیگر

)توانیم داشته باشیم    چند طبق تعریف می    )n n n+ + = Ω22 7 )، همان     با این وجود  ،  5 )n n n+ + = Ω2 22 7  پذیرفته خواهد   5
  .ود کرانۀ بالایی مدنظر خواهد بترین بزرگشد، به عبارت دیگر 

)اگر زمان اجراي الگوریتمی به صورت   : قضیه ) .....m m
m mA n a n a n a n a−

−= + + + +1
1 1 0  

)در این صورت  ) ( )mA n nθ=  

)هاي بزرگی      قطعه برنامۀ مستقل از هم با مرتبه       kاي داشته باشیم که از        اگر برنامه : لم ) ( ) ( ),..., ,k m mmO n O n O n2  تشکیل  1

}رنامه برابر  شده باشد، در این صورت مرتبۀ بزرگی خود ب }( ), ,....max km m mO n 1   .خواهد بود2

  سازي حبابی  تحلیل الگوریتم مرتب
]آرایۀ نامرتب  :ورودي ]..A n1  
  . این آرایه مرتب شده به صورت صعودي:خروجی

   Algorithm Bubblesort (A , n) 
for    i=1     to  n-1   do 1  

for     j = n    downto    i+1      do           2 
if    A[j-1]   > A  [j]   then                     3 

  {  
temp= A [j-1]                          4 

A[j-1]=A[j]                         5 
A[j] = temp                         6 

} 
} 

} 
افتد که خود     زمانی اتفاق می   عملاً مسالۀاین   . همواره درست باشد   3تد که دستور    اف  بدترین حالت زمانی اتفاق می    : بررسی بدترین حالت  

  :  به صورت نزولی مرتب شده باشد، در این صورت داریمA [1..n] ۀآرای
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  شمارة دستورالعمل  اجراءتعداد دفعات 
n −1  1 

( ) ( ) ...n n− + − + + +1 2 2 1 2 

( ) ( ) ...n n− + − + + +1 2 2 1  3 

( ) ( ) ...n n− + − + + +1 2 2 1  4 

( ) ( ) ...n n− + − + + +1 2 2 1  5 

( ) ( ) ...n n− + − + + +1 2 2 1  6 

)جمع  ) ( )n n
t n n

−
= − + ⇐

11 5 2  

)بنابراین  ) ( )t n O n= 2  

افتـد کـه خـود        مانی اتفاق مـی    نشود و این ز    اجراءوقت     هیچ 3افتد که دستور       بهترین حالت زمانی اتفاق می     :بررسی بهترین حالت  
  :صعودي مرتب شده باشد، دراین حالت داریمصورت آرایه به 

  شمارة دستورالعمل  اجراءتعداد دفعات 
n −1  1 

( ) ( ) ...n n− + − + + +1 2 2 1  2 

( ) ( ) ...n n− + − + + +1 2 2 1 3  
0 4 
0 5 
0 6 

)جمع  ) ( ) ( )n n
t n n n

−
= − + = Ω 211 2 2  

)شود که   نتیجه می1از لم لذا  ) ( )t n n= Ω 2.  

  سازي درجی  تحلیل الگوریتم مرتب
  A[1..n] نامرتب ۀآرای :ورودي

  .این آرایه مرتب شده به صورت صعودي :خروجی
Algorithm  Insertion_Sort (A,n) 

]/   براي سهولت/  ]A = −∞0  
for   j=2   to   n    do 
{ 

item = A [j]  ,  i=j-1  
*[ ]item A i do< while   

{ 
A [i+1]=A[i]  ,  i=i-1  

}  
A [i+1]=item 

} 
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  .کنیم  را حساب می*اي    فقط تعداد دفعات اجراي دستورالعمل مقایسه،براي سهولت در تحلیل این الگوریتم
زمـانی اتفـاق    عمـلاً    مسـالۀ رطی همواره درست باشد و ایـن        افتد که دستور ش      بدترین حالت زمانی اتفاق می     :بررسی بدترین حالت  

  .صورت نزولی مرتب شده باشد به A [1..n]افتد که آرایۀ  می
 jمقدار پارامتر   تعداد دفعات اجراي دستورالعمل

2 1 
3 2 
    
n n 

( ) ( ) ( ).....
n n

t n n O n
+

= + + + = − = 212 3     جمع12

آرایه به صـورت صـعودي مرتـب        . ( نشود اجراءوقت     ا فتد که حلقۀ داخلی هیچ       بهترین حالت زمانی اتفاق می     :ررسی بهترین حالت  ب
  ) شده باشد

 jمقدار پارامتر   تعداد دفعات اجراي دستورالعمل

1 2 
1 3 
1    
n  n 

( ) ( ).....t n n n= + + + = − = Ω1 1 1     جمع1

  ها  بزرگی متداول براي الگوریتمهاي مرتبه

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )log log ... nO O n O n O n n O n O n O< < < < < < <2 31 2  

)سـازي درجـی       شود که میانگین زمان اجراي الگـوریتم مرتـب          با توجه به مطلب فوق نتیجه می       )O n ، ( )logO n n    یـا ( )O n 2 

)شود برابر  است که اثبات می )nθ   . است2

در ذیل، نخسـت بـه چنـد مثـال از روابـط       .  روابط بازگشتی است   رود،  کار می   بهها        براي تحلیل الگوریتم    کهی  های  روش ترین  مهمیکی از   
  . را بررسی خواهیم کردها آن حل هاي روشبازگشتی پرداخته و سپس 

  سازي حبابی ها در الگوریتم مرتب تعداد مقایسه :1مثال
 naاگر فرض کنیم که     . توان به صورت رابطۀ بازگشتی زیر بیان کرد         سازي حبابی را می     هاي انجام شده در الگوریتم مرتب       تعداد مقایسه 
 ینرت ـ  کوچـک  عنصري باشد، در این صـورت بـراي قـرار دادن             nسازي یک آرایۀ      هاي لازم توسط این الگوریتم براي مرتب        تعداد مقایسه 

 مرتب شود کـه بنـا بـه         ، باید به همان صورت قبل     A[2..n] عنصري   n-1اکنون آرایۀ   . شود     مقایسه انجام می   (n-1)عنصر در مکان اول،     
na برابر ،هاي لازم مقایسهفرض تعداد    : خواهد بود، لذا1−

n na a n n
a

−= + − ≥
 =

1

0

1 1
0  

a =0   .گوییمرط مرزي رابطۀ بازگشتی  را ش0
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   هانوي ها در برج جایی  تعداد جابهمسالۀ :2مثال 
 نوشته شده، بـه دسـت       C به ستون    A حلقۀ واقع در ستون      nهاي    جایی   در الگوریتم زیر را، که براي جابه       *تعداد دفعات اجراي دستور     

 معـروف بـرج     مسـالۀ هاي به کار رفتـه در         جایی   برابر تعداد جابه   na باشد مسلم است که      ءاجرادفعات   تعداد   naفرض کنید که    . آورید
  . مرتبۀ بزرگی الگوریتم هانوي نیز هستچنین همهانوي و 

 /nها و   تعداد حلقهC , B , Aاز نوع کاراکتر هستند /.                 Algorithm Hanoi (n , A , B , C) 

if n then≥1  
{ 

Hanoi (n-1 , A , C , B)  
  , C)  "→ Write Ln (A , " * 

Hanoi (n-1 , B , A , C) 
} 

تـوان    جـایی مـی      باشد، بدیهی است که با یک جابـه        n=1اگر  . اي که براي نوشتن الگوریتم مزبور به کار رفته، استقراي ریاضی است               ایده
 حلقۀ بالایی را توسط ستون کمکی       n-1که  ) فرض استقراء (حال فرض کنید    ).  پایۀ استقراء ( برد   C را به ستون     Aقۀ واقع در ستون     حل
C    به ستون B    ها بنا به تعریف برابر        جایی  تعداد این جابه  ( برده باشیمna  C، اکنون حلقۀ زیـرین را بـا یـک انتقـال بـه سـتون                 ) است 1−
na(بریم     می C به   A را  این دفعه با ستون کمکی         B حلقۀ واقع در ستون      n-1سرانجام  . بریم  می بنـابراین مجمـوع    ). جایی دیگر    جابه 1−
  :هاي انجام شده عبارت است از جایی جابه

n na a n
a

−= + ≥
 =

1

0

2 1 1
0  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  دنبالۀ اعداد فیبوناچی :3مثال 
  :دانیم که این دنباله به صورت زیر است یم 

  n 0 1 2 3 4 5 6 7 8    
  nF 0 1 1 2 3 5 8 13 21   
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  :بازگشتی براي این دنباله به صورت زیر است رابطۀ

n n nF F F n
F F

− −= + ≥
 = =

1 2

0 1

2
0 1  

  حل روابط بازگشتی
  :توان به سه صورت زیر حل کرد یک رابطۀ بازگشتی را می

   تکرار جایگذاري با:الف
   استفاده از سري مولد:ب
   استفاده از معادلۀ مشخصه:ج

  .آوریم در ادامه براي هر کدام از سه روش چند مثال می

  گذاري با تکراری حل روابط بازگشتی با استفاده از روش جا)الف

   عنصريnسازي یک آرایۀ  سازي حبابی براي مرتب ها در الگوریتم مرتب تعداد مقایسه  : مثال
  :شود عداد مقایسه به صورت رابطۀ بازگشتی زیر بیان میدیدیم که این ت

n na a n n
a

−= + − ≥
 =

1

0

1 1
0  

  يا
           n na n a −= − + 11  

naحال در رابطۀ بالا به جاي  naتوان   می1− n− + −2   : را قرار داد2
( ) ( )n na n n a −= − + − + 21 2  

naو به جاي  nnتوان    هم می2− a −− +   :  را قرار داد33
( ) ( ) ( )n na n n n a −= − + − + − + 31 2 3  

  با ادامۀ این روند
( ) ( ) ( ) .....na n n n a= − + − + − + + + + + 01 2 3 2 1 0  

  لذا

( )
n

n n
a

−
=

1
2

  

)سازي حبابی   هم دیده بودیم که زمان اجراي الگوریتم مرتبالبته قبلاً )nθ   . است2

  واقع در یک ستون به ستون دیگر   حلقۀnجایی   برج هانوي براي جابهمسالۀها در  جایی  تعداد جابه  : مثال
  :دیدیم که

n na a n
a

−= + ≥
 =

1

0

2 1 1
0  
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  :اگر مشابه مثال قبل عمل کنیم خواهیم داشت
                                         n na a −= + 11 2  

          ( )n n na a a− −= + + = + + 2
2 21 2 1 2 1 2 2  

  ( )n na a− −= + + + = + + +2 2 3
3 31 2 2 1 2 1 2 2 2  

  با ادامۀ این روند
     .......... n n

na a−= + + + + + +2 3 1
01 2 2 2 2 2  

  یا
n

n
n na a−

= ⇒ = −
−

2 1 2 12 1  

) برابر  بنابراین مرتبۀ بزرگی الگوریتم هانوي )nθ   . است2

  .یتم هانوي را به دست آوریدهاي الگور تعداد فراخوانی :تمرین
 بـه   kدر حالت عمومی یک رابطۀ بازگشـتی مرتبـۀ          . رود   براي حل روابط بازگشتی مرتبۀ اول به کار می         روش جایگذاري با تکرار معمولاًً    

  :شود صورت زیر تعریف می
( ).....n n n n n k n kc a c a c a f n− − − −+ + + =1 1  

  .شود  نامیده می)متجانس(همگن  رابطۀ بازگشتی، ،f(n)=0اگر 

  هاي مولد حل روابط بازگشتی با استفاده از سري )ب

) مشخص شده باشـد، بـه وسـیلۀ          na با     سري مولد براي یک رابطۀ بازگشتی که جملۀ عمومی آن مثلاً           ) n
n

n
A x a x

∞

=

= ∑
0

  تعریـف  

  .شود می

  )سازي حبابی زگشتی مربوط به الگوریتم مرتبرابطۀ با: (رابطۀ بازگشتی زیر را با استفاده از سري مولد حل کنید  : مثال
n na a n n

a
−= + − ≥

 =

1

0

1 1
0  

  :دهیم  روش عمومی به این صورت است که اول سري مولد را تشکیل می

)1(                                     ( ) n
n

n
A x a x

∞

=

= ∑
0

  

  :دهیم  را قرار میnaر اشرایط مرزي را جدا کرده و از روي تعریف رابطۀ بازگشتی مقد

( ) ( )n n
n n

n n
A x a a x a n x

∞ ∞

−
= =

= + = + + −∑ ∑0 1
1 1

0 1  

  :کنیم سپس جمع مزبور را تفکیک می

    ( ) ( )n n
n

n n
A x x a x n x

∞ ∞
−

−
= =

 = + − 
 
∑ ∑1

1
1 1

1  

              ( ) n

n
x A x x nx

∞
−

=

= + ∑2 1

1
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  اما

( )..... ....n

n

dnx x x x x x x
dx

∞
−

=

= + + + + = + + + +∑ 1 2 3 2 3

1
1 2 3 4 1  

                                       
( )

d
dx x x

 = = −  − 2
1 1

1 1
  

  لذا

( ) ( )
( )

( )
( )

x xA x xA x A x
x x

= + ⇒ =
− −

2 2

2 31 1
  

اما از روي فرمول 
( )

n n
n mm

n
C x

x

∞

+ −
=

=
−

∑ 1
0

1
1

  : داریمm=3 با قرار دادن 

( )
n n
n

n
C x

x

∞

+
=

=
−

∑ 23
0

1
1

  

  لذا

                                      ( ) n
n

n
A x x a x

∞

=

= ⇒∑2

0
  

)2(                                     ( ) n n
n

n
A x C x

∞
+

+
=

= ∑ 2
2

0
  

  شود که نتیجه می) 2(و ) 1(از مقایسه 
( )n

n n

n n
a C − −

= =2 1
2  

  .اي است که در روش جایگذاري با تکرار به آن رسیده بودیم این  همان نتیجه

nرابطۀ بازگشتی   : مثال na a n
a

−= + ≥
 =

1

0

2 1 1
 برج لۀمسارابطۀ بازگشتی مربوط به . ( را با استفاده از سري مولد حل کنید0

  )هانوي

*                  ( ) n
n

n
A x a x

∞

=

= ∑
0

  

  :اگر مشابه مثال قبل عمل کنیم خواهیم داشت

( ) ( )n n
n n

n n
A x a x a a x

∞ ∞

−
= =

= = + + =∑ ∑0 1
0 1

2 1  

     ( ) ( )n

n

xxA x x xA x
x

∞

=

+ = + ⇒
−∑

1
2 2 1  

                      ( ) ( )( )
xA x

x x
=

− −1 2 1
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  :کنیم یتر تجزیه م حال کسر مزبور را به صورت کسرهاي ساده

( )( )
( ) ( )
( )( )

a x b xx a b
x x x x x x

− + −
= + =

− − − − − −
1 1 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1
  

  : کسرهاي اول و آخر داریم با مساوي قرار دادن صورت
  ( ) ( )x a x b x= − + −1 1 2  

xاز جمله با قرار دادن .  برقرار باشدxرابطۀ مزبور باید به ازاي هر مقدار از  =
1
b, به ترتیب خواهیم داشت x=1 و 2 a= − =1   : لذا1

( ) n n n

n n
A x x x

x x

∞ ∞

= =

= − = − ⇒
− − ∑ ∑

0 0

1 1 21 2 1  

**                       ( ) ( )n n

n
A x x

∞

=

= −∑
0

2 1  

  شود که   نتیجه می** و *از 
n

na = −2 1  
  .اي است که از روش جایگذاري با تکرار به آن رسیده بودیم باز هم همان نتیجه

رابطۀ بازگشتی   : مثال
,

n n nF F F n
F F

− −= + ≥
 = =

1 2

0 1

2
0   . را با استفاده از سري مولد حل کنید1

( ) n
n

n
F x F x

∞

=

= ∑
0

  

  :داریم

( ) n n
n n

n n
F x F x F F x F x

∞ ∞

= =

= = + +∑ ∑0 1
0 2

  

         ( ) ( ) n
n n

n
F x x F F x

∞

− −
=

= + +∑ 1 2
2

  

n n
n n

n n
x x F x x F x

∞ ∞
− −

− −
= =

   = + +   
   
∑ ∑1 2 2

1 2
2 2

  

( ) ( )x x F x F x F x= + − +  
2

0  

( ) ( )x xF x x F x= + + ⇒2  

( ) xF x
x x

=
− − 21  

ϕ,ریف کنیم حال اگر تع ϕ
− +

= =
1 5 1 5

2   :توان به صورت زیر تجزیه کرد ،  کسر مزبور را می2

( ) ( )
( )( )

a x b xx a b
x x x x x x

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

− + −
= + =

− − − − − −2
1 1

1 1 1 1 1
  

  :هاي کسرهاي اول و آخر خواهیم داشت با مساوي قرار دادن صورت
( ) ( )x a x b xϕ ϕ= − + −1 1  
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x,با قرار دادن  x
ϕ

= =
  : خواهیم داشت10

,b a−
= =

1 1
5 5

  

  بنابراین 

( ) nn n n

n n
F x x xϕ ϕ

∞ ∞

= =

 = −  
∑ ∑

0 0

1
5

  

       ( ) ( )nn n

n
F x xϕ ϕ

∞

=

= −∑
0

1
5

ّ  

  در نتیجه 

( )nn
nF ϕ ϕ= −

1
5

  

  یا 
n n

nF
    + − = −           

1 1 5 1 5
2 25

  

.اما   , .− +
≅ − ≅

1 5 1 50 61 1 612 تـوان از جملـۀ    عـی هسـتند، لـذا مـی     هـا اعـداد طبی   nF کـه   ایـن  بنابراین بـا توجـه بـه         ،2
n

 −
  
 

1 5
  : را به صورت زیر به دست آوردnFنظر کرده و   در عبارت بالا صرف2

n

nF Round
  + =      

1 1 5
25

  

)بنابراین مرتبۀ رشد دنبالۀ فیبوناچی به صورت  ). n1   . است61

  .ام دنبالۀ فیبوناچی نوشته شده است، به دست آوریدnلگوریتم بازگشتی زیر را،که براي محاسبۀ جملۀ مرتبۀ بزرگی ا  : مثال
                                          Algorithm  Fib(n) 

               ( )Re≤if n then turn n1  
                                               ( ) ( )( )Reelse turn Fib n Fib n− + −1 2      

  : باشد، بدیهی است کهFib (n)هاي   تعداد فراخوانیاببرابر  nbفرض .  را به دست آوریمFib (n)هاي  کافی است تعداد فراخوانی

,
n n nb b b n

b b
− −= + + ≥

 = =

1 2

0 1

1 2
1 1  

nحال اگر تعریف کنیم  na b=   : خواهیم داشت1+

,
n n na a a n

a a
− −= + ≥

 = =

1 2

0 1

2
2 2  

  :شود از حل آن نتیجه می. )2ۀ یک رابطۀ بازگشتی همگن مرتب(که مشابه رابطۀ بازگشتی براي  دنبالۀ فینوناچی است 
n nb a= − ⇒1  
n nb F += −12 1  
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)اما دیدیم که  ). n
nF ≅ 1   :ست لذا مرتبۀ بزرگی الگوریتم مزبور به صورت زیر ا61

( ). n
nb θ= 1 61  

)یک الگوریتم از مرتبۀ   : مثال )nθ براي محاسبۀ جملۀ n دهیدارائه دنباله فیبوناچی :  
  :حل

Algorithm     LFib(n) 
x=0 
y=1 
For     k=2     to     n    do 
{ 

z=x+y 
x=y 
y=z 

} 
Return (z)  

  ادلۀ مشخصه حل روابط بازگشتی با استفاده از مع)ج
  .شود  به صورت زیر تعریف میkدیدیم که یک رابطۀ بازگشتی مرتبۀ 

( )....n n n n n k n kc a c a c a f n− − − −+ + + =



1 1  

n,که در آن باید  n kc c −≠ ≠0 0.  
  :شود معادلۀ مشخصه براي رابطۀ بازگشتی بالا به صورت زیر تعریف می

)1                   (....k k k
n n n n kc r c r c r c− −

− − −+ + + + =1 2
1 2 0  

  : باشد خواهیم داشتk=2، اگر )1(در رابطۀ . کنیم  را بررسی می2 فقط رابطۀ بازگشتی همگن مرتبۀ جا ایندر 

n n nc r c r c− −+ + =2
1 2  2 ۀمرتبهمگن       معادلۀ مشخصۀ یک رابطۀ بازگشتی 0

  . است2 درجۀاي از  که یک چند جمله
r,  کنید فرض r2   :سه حالت امکان دارد .اي باشند د جملههاي این چن  ریشه1
r اگر )الف r≠1   : و حقیقی باشند، در این صورت جواب رابطۀ بازگشتی مزبور به صورت زیر است2

n n
na c r c r= +1 1 2 2  

r اگر )ب r r= =1   : ، در این صورت)ریشۀ مضاعف (2

( ) n
na c nc r= +1 2  

r اگر )ج r≠1   :  در این حالت، و مختلط باشند2
n n

na c r c r= +1 1 2 2  

  شرط مرزيkبه همراه 
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  .آوریم  مثالی می،ها براي هر کدام از این حالت

  :رابطۀ بازگشتی زیر را با استفاده از معادلۀ مشخصه حل کنید  : مثال

n n nF F F n
F F

− −= + ≥
 = =

1 2

0 1

2
0 1  

rمعادلۀ مشخصۀ آن به صورت  r− − =2 1   : ازاند عبارتهاي آن   و ریشه0

,r r =1 2
1 5

2
  

  لذا 
n n

nF c c
   + −

= +      
   

1 2
1 5 1 5

2 2  

F,که با اعمال شرایط مرزي  F= =1 01   : خواهیم داشت0

( )

c c

c c

= +



= −

1 2

1 2

0
51 2

  

  لذا 

,c c= − =2 1
1 1
5 5

  

  :در نتیجه
n n

nF
    + − = −           

1 1 5 1 5
2 25

  

  .که همان نتیجۀ حاصل از روش سري مولد است

nرابطۀ بازگشتی   : مثال n na a a n
a a

− −= − ≥
 = =

1 2

0 1

4 4 2
0   . را با استفاده از معادله مشخصه حل کنید1

  :حل
rمعادلۀ مشخصه به صورت  r− + =2 4 4 r از اند عبارتهاي آن   است که ریشه0 r= =1 2   : بنابراین2

( ) n
na c nc= +1 2 2  

  :با اعمال شرایط مرزي داریم

,c c= =2
11 02  

c =2
1
2

n لذا 
na n −= 12  
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nرابطۀ بازگشتی   : مثال n na a a n
a a

− −= − ≥
 = =

1 2

0 1

2 2 2
0   . را با استفاده از معادلۀ مشخصه حل کنید1

  :حل
r r− + =2 2 2 r, از اند بارتعهاي آن   و ریشه0 r i= ±1 2    لذا 1

( ) ( )n n
na c i c i= + + −1 21 1  

 شـرایط مـرزي و نیـز ضـرایب رابطـۀ            کـه   ایـن  یک عدد مختلط است، ولی با توجه بـه           naدهد که     هر چند ظاهر این عبارت نشان می      
 بـه صـورت     na ظـاهر    کـه   ایـن  حداقل براي    ،حال. ها اعداد صحیحی هستند   naبازگشتی اعداد صحیحی هستند، مسلم است که همۀ         

ــیم کــه عــدد مخــتلط  مــی. گیــریم  از اعــداد مخــتلط کمــک مــی،مخــتلط دیــده نشــود zدان x iy= ــه صــورت   را مــی+ تــوان ب

( )cos sinz r iθ θ= rر آن    بیان کرد که د    + x y= +2 arctan و 2 yg
x

θ  =  
 

از طرفی طبـق قـانون معـروف    .  است

  :دموار داریم
( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +  

)با اعمال این نتایج بر روي  ) ( ),n ni i− +1   : خواهیم داشت1

          
cos sin

cos sin

i i

i i

π π

π π

  + = +   


  − = −   

1 2 4 4

1 2 4 4

  

( ) ( ) cos sin
nn n ni iπ π + = +  

1 2 4 4  

( ) ( ) cos sin
nn n ni iπ π − = −  

1 2 4 4  

  بنابراین

( ) cos sin cos sin
n

n
n n n na c ic c icπ π π π = + + − 

 
1 1 2 22 4 4 4 4  

)با فرض  ) ,k i c c k c c= − = +2 1 2 1 1   :، خواهیم داشت2

( ) cos sin
n

n
n na k kπ π = + 

 
1 22 4 4  

c,حال به جاي به دست آوردن ضرایب  c2 k,، ضرایب 1 k2   .آوریم  می را از رابطۀ بالا به دست1
  :با اعمال شرایط مرزي داریم

                           a k= ⇒ =0 10 0  

( ) sina k kπ
= ⇒ = ⇒ =1 2 21 1 2 14  

  لذا

( ) sin
n

n
na π

= 2 4
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  . اثري از ظاهر شدن اعداد مختلط نیست،شود، در نتیجۀ به دست آمده گونه که مشاهده می همان
در زیر به چند مثال در این مورد        .  به کار روند   ،تر هم    مشکل مسائلتوانند براي حل      یار سودمندي هستند که می    هاي مولد ابزار بس     سري
  :پردازیم می

mبراي محاسبۀ   : مثال
nC از روي رابطۀ بازگشتی 

m m m
n n n

n
n n

C C C n m
C C

−
− − = + ≥


= =

1
1 1

0 1
تعداد . شود  میارائه الگوریتم بازگشتی زیر ،

  : و در نتیجۀ مرتبۀ بزرگی آن را به دست آوریدCombin (n , m)هاي  فراخوانی
Algorithm Combin (n , m) 

if (n=m) or (m=0) then Return (1) 
else Return (Combin (n-1 , m-1) + Combin (n-1 , m) 

  : توسط درخت بازگشت زیر به تصویر کشیده شده استm=3 , n=5مراحل مختلف اجراي این الگوریتم براي 

5  ،3

4  ،2 4  ،3

3  ،2

2  ،22  ،1 2  ،12  ،1

3  ،23  ،1 3  ،3

2  ،2

1  ،1 1  ،11  ،01  ،01  ،11  ،0

2  ،0

Combin

  
  . است19ها برابر  که در این حالت تعداد فراخوانی

   باشد،Combin (n , m)هاي   تعداد فراخوانیt(n , m) اگر فرض کنیم که   در حالت عمومی
  : در این صورت رابطۀ بازگشتی زیر را داریم

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, , ,

t n m t n m t n m n m

t n n t n

= − − + − + ≥


= =

1 1 1 1
1 0 1

  

  : را به صورت زیر تعریف کنیمa(n , m)کرده و به طرفین رابطۀ بالا یک واحد اضافه 
( ) ( ), ,a n m t n m= +1  

)حال سري مولد  )nG xکنیم  را به صورت زیر تعریف می:  

)                   1      (( ) ( ), m
n

m
G x a n m x

∞

=

= ∑
0

  

                                  ( ) ( ) ( ), , m
n

m
G x a n a n m x

∞

=

= + ∑
1

0  

                 ( ) ( ) ( ), , m
n

m
G x a n m a n m x

∞

=

= + − − + −  ∑
1

2 1 1 1  

( ) ( ) ( ), ,m m
n

m m
G x x a n m x a n m x

∞ ∞
−

= =

 
= + − − + − 

 
∑ ∑1

1 1
2 1 1 1  
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                      ( ) ( ) ( ), m
n n

m
G x xG x a n m x

∞

−
=

= + + −∑1
1

2 1  

                                       ( ) ( ) ( )n n nG x xG x G x− −= +1 1  
                                              ( ) ( ) ( )n nG x x G x−= + 11  

  :اگر از روش جایگذاري با تکرار استفاده کنیم
( ) ( ) ( )n nG x x G x−= + 2

21  
( ) ( )nx G x−= + 3

31  
  

( ) ( )nx G x= + 01  

)اما  )G x =0 ) لذا 2 ) ( )n
nG x x= +2 m,اما اگر فرض کنیم که براي . 1

nC n m=   : لذا0>

( ) ( )m m
n n

m
G x C x

∞

=

= ∑
0

2 2  

  :شود که  نتیجه می(2) و (1)با مقایسۀ روابط 
( ), m

na n m C= 2  
  در نتیجه

( ), m
nt n m C= −2 1  

nmشود که در حالت  ثابت می = )ها از مرتبه   این تعداد فراخوانی،2 )nΩ   . است2

هاي مجاز فقط به سمت راست یا بالا  جهت حرکت.  برویمB به نقطه Aخواهیم از نقطۀ  می. صفحۀ شطرنجی زیر مفروض است  : مثال
  . شکل مزبور به نمایش در آمده استیک نمونه از مسیرهاي ممکن در.  را به دست آوریدB به Aتعداد مسیرهاي ممکن از . هستند

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

توان با توجه به شرایط خواسته شده          می m*n تعداد مسیرهایی باشد که در حالت عمومی در یک صفحۀ شطرنجی             t(n,m)فرض کنیم   
 رفت کـه در ایـن صـورت تعـداد مسـیرهاي      A1توان به  یا می.  دو حالت امکان داردAبراي شروع از نقطۀ    .  رفت B به نقطۀ    Aاز نقطۀ   

) از رابطۀ بازگشتی B به  A1ممکن از    ),t n m  رفتیم، در ایـن صـورت تعـداد مسـیرهاي     A2 به Aاما اگر از .  حاصل خواهد شد1−

n سطر  

A
1A

1A

 m  ستون 
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) برابر B به A2ممکن از  ),t n m−1زیر را داریم خواهد بود، لذا رابطۀ بازگشتی :  
( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, ,

t n m t n m t n m

t n t m

= − + −


= =

1 1
0 0 1

  

)حال سري مولد  )nG xکنیم  را به صورت زیر تعریف می:  

)1(                                   ( ) ( ), m
n

m
G x t n m x

∞

=

= ∑
0

  

               ( ) ( ) ( ) ( ), , ,m m
n

m m
G x t n m x t n t n m x

∞ ∞

= =

= = +∑ ∑
0 1

0  

               ( ) ( )( ), , m

m
t n m t n m x

∞

=

= + − + −∑
1

1 1 1  

     ( ) ( ), ,m m

m m
t n m x x t n m x

∞ ∞
−

= =

= + − + −∑ ∑ 1

1 1
1 1 1  

                             ( ) ( )n nG x xG x−= + ⇒1  

                                  ( ) ( )n
n

G x
G x

x
−=
−
1

1  

  :اگر از روش جایگذاري با تکرار براي حل این رابطۀ بازگشتی استفاده کنیم، خواهیم داشت

( ) ( )
( )

( )
( )

n n
n

G x G x
G x

x x
− −= =
− −

2 3
2 31 1

  

  با ادامۀ این روند

( ) ( )
( )

o
n n

G x
G x

x
=

−1
  

  اما

( ) ( ), m

m
G x t m x

∞

=

= ∑0
0

)                یا0 ) ( )
m

m
G x x

x

∞

=

= =
−∑0

0

1
1  

  در نتیجه

( ) ( )n nG x
x += ⇒

− 1
1

1
  

)2(                                                    ( ) m m
n n m

m
G x C x

∞

+
=

= ∑
0

  

  : خواهیم داشت)2( و )1(از مقایسۀ 

( ), m
n mt n m C +=  

nکه براي حالت  m= =   : خواهیم داشت8

( ),t C= 8
168 8  
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 A به B یا از B به A از توان مستقیماً اي را نمی  هیچ حلقهجا ایندر . در نظر بگیرید C , B , A برج هانوي را با سه میلۀ مسالۀ  : مثال
 داشته باشیم و Aدر میلۀ  ه حلقnاگر در شروع کار، . پذیرند  انجام میCهایی تنها به کمک میلۀ  یعنی چنین انتقال. کردمنتقل 

t(n)ها براي انتقال  جایی  حداقل تعداد جابهnاز  ه حلقA به B باشد، اول یک رابطۀ بازگشتی براي t(n) دهید و سپس این ارائه 
 از خودش قرار داد و در هر تر کوچکتوان روي حلقۀ  اي را نمی  نیز مثل برج هانوي هیچ حلقهجا این در. رابطۀ بازگشتی را حل کنید

  .شود جا می جابه همرحله هم فقط یک حلق
  :حل

n و براي t(1)=2بدیهی است که  ≥   :اند دهدر زیر به تصویر کشیده ش) قراءبا استفاده از است( مراحل مختلف انجام کار 2

  
   . برده باشیمB به Aجایی از   جابهt(n-1) حلقۀبالایی را با n-1) استقراء(فرض ) الف

  
  .بریم  میCجایی حلقۀ زیرین را به میله  با یک جابه) ب

  
  :بریم  میA به B حلقۀرا از n-1جایی   جابهt(n-1)با ) ج

  
  :بریم می B را به ستون Cجایی تک حلقۀ واقع در ستون  با یک جابه) د
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  :بریم  میB را به ستون A حلقۀ واقع در ستون n-1 ،جایی دیگر  جابهt(n-1)با ) هـ

  
  :شود ها از رابطۀ بازگشتی زیر حاصل می جایی بنابراین تعداد کل جابه

( ) ( )t n t n= − +3 1 2  
  :توان با استفاده از روش جایگذاري با تکرار حل کرد رابطۀ بازگشتی بالا را می

( ) ( ) ( )( )t n t n t n= + − = + + −2 3 1 2 3 2 3 2  
( )t n= + × + −22 2 3 3 2  

( )( )t n= + × + + −22 2 3 3 2 3 3  
( )t n= + × + × + −2 32 2 3 2 3 3 3  

( ) ( )...... n nt n t− −= + × + × + × + + × +2 3 2 12 2 3 2 3 2 3 2 3 3 1  
( ) .... nt n −= + × + × + × + ×2 3 12 2 3 2 3 2 3 2 3  

( ) ( )
n

nt n t n−
= ⇒ = −

−
3 12 3 13 1  

  .روند، روابط تقسیم و غلبه هستند به کار می) فصل بعد(به هاي تقسیم و غل یکی دیگر از ابزارهاي بسیار مهم که براي تحلیل الگوریتم
  : صورت عمومی یک رابطۀ تقسیم و غلبه به صورت زیر است

)1                                                (( ) ( )nt n at f n
b

 = + 
 

  

a,که در آن  b> >0 ) و 1 )f nبر حسب  یک تابع nاست .  
کنیم که    براي سهولت فرض می   ). روش تقسیم و غلبه   (توان به صورت زیر به دست آورد           را می  A[1..n]براي مثال عنصر ماکزیمم آرایۀ      

mn =  کـه عناصـر     )فـرض اسـتقراء   (فرض کنیـد    ). پایه استقراء (عنصر ماکزیمم است     ،همین عنصر  ،اگر آرایه یک عضو داشته باشد     . 2

..هاي    ماکزیمم را براي زیر آرایه     , ..n nA n A   +      
1 12  این عناصر باشند، بدیهی است که       rmax و   lmaxاگر  .  پیدا کرده باشیم   2

هاي لازم براي پیدا کـردن         تعداد مقایسه  t(n) اگر   ،بنابراین. توان عنصر ماکزیمم کل آرایه را به دست آورد          با یک مقایسه بین این دو می      
mnعنصر ماکزیمم با این روش باشد، بدیهی است که براي  = 2  

)2(                                  
( )

( )

nt n t

t

  = +  
 

 =

2 12
1 0

  

سازي ادغامی است که یک روش تقسیم و   ، الگوریتم مرتبA[1..n]هاي مهم براي مرتب کردن عناصر آرایۀ  یکی از الگوریتم  : مثال
کنیم که براي رسیدن به    فقط به ایدة الگوریتم مزبور اشاره میجا ایندر . ر است و در فصل بعد به آن خواهیم پرداختغلبۀ دیگ

 به روش تقسیم و غلبه ارتباط تنگاتنگی مسائلکنیم که حل   این نکتۀ مهم را یادآوري میجا ایندر .  لازم است، رابطۀ تقسیم و غلبۀ
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 ،اگر آرایه. کنیم حال به یک نمونۀ دیگر اشاره می. یک نمونه را در مثال قبل دیدیم. تقراي ریاضی دارد به طریقۀ اسمسائلبا اثبات 
  . جایی عناصر آرایه نیست ، مسلم است که نیازي به هیچ جابه)پایۀ استقرا(یک عنصر داشته باشد 

ــندر  ــا ای ــی ج ــرض م ــراي ســهولت ف ــز ب ــه   نی ــیم ک mnکن = ــد حــال . 2 ــرض کنی ــتقراء(ف ــرض اس ــه ) ف ــیم آرای ــا ن ــه م ــاي  ک ه

.. , ..n nA n A   +      
1 12 ، دو نیم آرایـۀ مرتـب       A[1..n]کافی است که براي مرتب کردن کل عناصر آرایه          .  را مرتب کرده باشیم    2

 توسـط الگـوریتم    A[1..n]هـاي عناصـر آرایـۀ         جـایی    برابر با تعـداد جابـه      t(n)حال اگر فرض کنیم که      . شدة مزبور را با هم ادغام کنیم      
  :سازي ادغامی براي مرتب کردن آن باشد، بدیهی است که رابطۀ تقسیم و غلبۀ زیر را خواهیم داشت مرتب

)3(                                               
( )

( )

nt n t n

t

  = +  
 

 =

2 2
1 0

  

  . شده استهاي لازم براي ادغام دو نیم آرایه مرتب جایی  تعداد جابهnکه در آن 
) 1( شـده در     ارائـه هاي خاصی از رابطۀ عمـومی تقسـیم و  غلبـۀ                حالت ،)3(و  ) 2 (شود روابط تقسیم و غلبه      گونه که مشاهده می     همان
  .با استفاده از روش جایگذاري با تکرار حل کردها را  توان هر کدام از این براي رسیدن به جواب می. هستند

هـاي خـاص روابـط تقسـیم و      انجام دهیم، دیگر نیازي به حل حالت) 2( شده در ارائه عمومی ۀم و غلباگر این عمل را براي رابطۀ تقسی      
  .دهد را به دست می) 2(قضیۀ زیر که به قضیۀ اصلی معروف است، جواب رابطۀ تقسیم و غلبۀ عمومی . غلبه نخواهد بود

  :قضیۀ اصلی

)جواب رابطۀ تقسیم و غلبه  ) knt n at cn
b

 = + 
 

b یک عدد طبیعی و nه در آن  ک   .شود  به صورت زیر بیان می1<

  اگر ) الف

  اگر) ب

   اگر)ج
( )

( )
( )
( )

log a
b k

k k

k k

n a b

t n n log n a b

n a b

θ

θ

θ

 >

= =


<


  

هاي لازم در روش تقسیم و غلبه براي پیدا کردن  که مربوط به تعداد مقایسهبه دست آورید جواب رابطۀ تقسیم و غلبۀ زیر را   : مثال
  .ک آرایه استعنصر ماکزیمم ی

( ) nt n t  = + 
 

2 12  

, جا ایندر  ,k b a= = =0 2 , بنابراین 2 ka b= =2   : و در نتیجه داریمa>b لذا 1

( ) ( )t n nθ=  
  . خواهد بودt(n) = n-1ن صورت  در ایt(1)=0اگر رابطۀ مزبور را با استفاده از روش جایگذاري با تکرار حل کنیم، با این فرض که 

  .سازي ادغامی است، به دست آورید جواب رابطۀ تقسیم و غلبۀ زیر را ،که مربوط به الگوریتم مرتب  : مثال

( ) nt n t n = + 
 

2 2  
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, جا ایندر  ,k b a= = =1 2 ka لذا داریم 2 b= داریمقضیۀ اصلی ) ب( و بنابراین بنا به حالت:  

( ) ( )t n n l og nθ=  
  :پردازیم در زیر به چند مثال دیگر در مورد استفاده از قضیۀ اصلی می

  .جواب رابطۀ تقسیم و غلبۀ زیر را به دست آورید  : مثال

( ) nt n t  = + 
 

2 13  

, جا ایندر  ,k b a= = =
30 ka لذا 12 b=و در نتیجه :  

( ) ( )t n log nθ=  

  :جواب رابطۀ تقسیم و غلبۀ زیر را با استفاده از قضیۀ اصلی به دست آورید  : مثال

( ) nt n t n = + 
 

29 3  

,داریم  ,k b a= = =2 3 ka لذا 9 b=و در نتیجه :  

( ) ( )t n n log nθ= 2  

  :ستفاده از قضیۀ اصلی به دست آوریدجواب رابطۀ تقسیم و غلبۀ زیر را با ا  : مثال
mnفرض  = 2  

( ) ( )t n t n log n= + 22  
  :حل

)کنیم  تعریف می ) ( ) ( )ms m t t n= ) لذا 2= ) ms m s m = + 
 

2 2   

  :حال براي این رابطۀ تقسیم و غلبه داریم
, ,k b a= = =1 2 2   

  لذا
( ) ( )S m m log mθ= ⇒  

( ) ( )nt n log n log logθ= 2 2  
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